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1. Demostrar [Gµν, Gρσ]
Usando que

Gµν = i
γµγν

2 (1)

Queremos demostrar que el conmutador es

[Gµν , Gρσ] = i (gνρGµσ − gµρGνσ − gνσGµρ + gµσGνρ) (2)

Para µ 6= ν y ρ 6= σ. Empecemos primero con un caso particular:

[
G01, G01] = −iG11 + iG00 = γ1γ1

2 − γ0γ0

2 = −1 (3)

Pero esto no es posible, pues el conmutador de una matriz consigo misma siempre tiene que ser cero.

[Gµν , Gρσ] = GµνGρσ −GρσGµν = (iγµγν)(iγργσ)
4 − (iγργσ)(iγµγν)

4 = γργσγµγν − γµγνγργσ

4 (4)

Sabemos que las matrices de Dirac cumplen la propiedad

{γµ, γν} = γµγν + γνγµ = 2gµν =⇒ γµγν = 2gµν − γνγµ (5)

Usemos ahora varias veces esta propiedad con el producto γργσγµγν :

γρ(γσγµ)γν = γρ(2gσµ − γµγσ)γν = 2gσµγργν − (γργµ)γσγν

= 2gσµγργν − (2gµρ − γµγρ)γσγν

= 2gσµγργν − 2gµργσγν + γµγρ(γσγν)
= 2gσµγργν − 2gµργσγν + γµγρ(2gνσ − γνγσ)
= 2gσµγργν − 2gµργσγν + 2gνσγµγρ − γµ(γργν)γσ

= 2gσµγργν − 2gµργσγν + 2gνσγµγρ − γµ(2gνρ − γνγρ)γσ

= 2gσµγργν − 2gµργσγν + 2gνσγµγρ − 2gνργµγσ + γµγνγργσ

Vemos que hemos reordenado los términos para que aparezca el producto γµγνγργσ que cancelará el
término restando en (4). Sustituyendo en esa ecuación y usando

γµγν = −2iGµν (6)

obtenemos

[Gµν , Gρσ] = −igµσGρν + igµρGσν − igνσGµρ + igνρGµσ

= i (gνρGµσ + gµρGσν − gνσGµρ − gµσGρν)

Esta expresión no es la misma que teníamos que demostrar (como ya hemos visto al principio). Notemos
pero, que si antisimetrizamos los índices µ y ν definiendo

G[µν] := Gµν −Gνµ

2 (7)
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obtenemosî
G[µν], Gρσ

ó
= i

2 (gνρGµσ + gµρGσν − gνσGµρ − gµσGρν − gµρGνσ − gνρGσµ + gµσGνρ + gνσGρµ)

= i

2 [gνρ (Gµσ −Gσµ)− gµρ (Gνσ −Gσν)− gνσ (Gµρ −Gρµ) + gµσ (Gνρ −Gρν)]

= i
Ä
gνρG[µσ] − gµρG[νσ] − gνσG[µρ] + gµσG[νρ]

ä
Y, antisimetrizando ahora también los indices ρ, σ obtenemosî
G[µν], G[ρσ]

ó
= i

2
Ä
gνρG[µσ] − gµρG[νσ] − gνσG[µρ] + gµσG[νρ] − gνσG[µρ] + gµσG[νρ] + gνρG[µσ] − gµρG[νσ]

ä
= i
Ä
gνρG[µσ] − gµρG[νσ] − gνσG[µρ] + gµσG[νρ]

ä
Siendo esta otra demostración de que los generadores de las transformaciones de Lorentz no son Gµν

sino
G[µν] = i

4 [γµ, γν ] (8)

2. Calcular las transformaciones bajo las siguientes transforma-
ciones de Lorentz.

a. Boost en la dirección z.
Aunque Javier ya resolvió este apartado, vamos a repetirlo, bajo la transformación Λ tenemos

S[Λ] = e−iη
σ03

2 =
∞∑
k=0

(−iησ03)k

2kk! (9)

Vamos a calcular las potencias de −iσ03 = 1
2
[
γ0, γ3]

−iσ03 = 1
2(γ0γ3 − γ3γ0) = γ0γ3, (−iσ03)2 = γ0γ3γ0γ3 = −γ0γ0γ3γ3 = 1

Por lo tanto
(−iσ03)2k = 1, (−iσ03)2k+1 = −iσ03 (10)

Sustituyendo a la ecuación (9)

S[Λ] =
∞∑
k=0

(−iησ03)k

2kk! =
∞∑
k=0

(−iησ03)2k

22k(2k)! +
∞∑
k=0

(−iησ03)2k+1

22k+1(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

1
(2k)!

(η
2

)2k
− iσ03

∞∑
k=0

1
(2k + 1)!

(η
2

)2k+1
= cosh η2 − iσ

03 sinh η2

= cosh η2 + γ0γ3 sinh η2

b. Rotación en el eje y.

S[Λ] = e−iθ
σ31

2 =
∞∑
k=0

(−iησ31)k

2kk! (11)

Repitamos el mismo proceso para −iσ31:

−iσ31 = 1
2(γ3γ1 − γ1γ3) = γ3γ1, (−iσ31)2 = γ3γ1γ3γ1 = −γ3γ3γ1γ1 = −1

Esto implica que
(−iσ31)2k = (−1)k, (−iσ31)2k+1 = (−1)k(−iσ31) (12)
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Y por lo tanto

S[Λ] =
∞∑
k=0

(−iθσ31)k

2kk! =
∞∑
k=0

(−iθσ31)2k

22k(2k)! +
∞∑
k=0

(−iθσ31)2k+1

22k+1(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

Å
θ

2

ã2k
− iσ31

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

Å
θ

2

ã2k+1
= cos θ2 − iσ

31 sin θ2

= cos θ2 + γ3γ1 sin θ2

c. Rotación en el eje z.
Y finalmente, volvemos a repetir los mismos cálculos para σ12

S[Λ] = e−iφ
σ12

2 =
∞∑
k=0

(−iφσ12)k

2kk! (13)

−iσ12 = 1
2(γ1γ2 − γ2γ1) = γ1γ2, (−iσ12)2 = γ1γ2γ1γ2 = −γ1γ1γ2γ2 = −1

Esto implica que
(−iσ12)2k = (−1)k, (−iσ12)2k+1 = (−1)k(−iσ12) (14)

Y por lo tanto

S[Λ] =
∞∑
k=0

(−iφσ12)k

2kk! =
∞∑
k=0

(−iφσ12)2k

22k(2k)! +
∞∑
k=0

(−iφσ12)2k+1

22k+1(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!

Å
φ

2

ã2k
− iσ12

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

Å
φ

2

ã2k+1
= cos φ2 − iσ

12 sin φ2

= cos φ2 + γ1γ2 sin φ2
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