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1. Demostrar [G", G"]

Usando que
v

Queremos demostrar que el conmutador es
[G#V,Gpa] — (ngGy,a' o gﬂpGuo' _ guo'G/,l,p +gu0Gllp) (2)

Para u # v y p # 0. Empecemos primero con un caso particular:
1.1 0,0
GOl G0 — 1t -GOOZV'Y e -1 3
[ ? ] v + 2 2 ( )

Pero esto no es posible, pues el conmutador de una matriz consigo misma siempre tiene que ser cero.
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Sabemos que las matrices de Dirac cumplen la propiedad

VA = R = 2g" = My =29 — T (5)
Usemos ahora varias veces esta propiedad con el producto y?~7~#~":

YA =297 — A7) =297 Py — (V)Y
= 29719y — (29"7 — ")y
ThAPAY — 2gHPA 7Y 4 ARy (YY)
= 2g7HyPyY = 217" 4+ AHP (2977 — 4"y7)
= 297K Py = 2910 TyY + 267 T AP — A (VP )y
= 2971y " — 2g"P 7" + 267y — (2977 — VP )T
TP = 29100y £ 29770y = 297047 4 4y

Vemos que hemos reordenado los términos para que aparezca el producto v#~¥v°v? que cancelaréd el
término restando en (4). Sustituyendo en esa ecuacién y usando

AR = =2iGHY (6)
obtenemos
[G*,GP] = —igh? GPY + ig'P GY — ig"° GMP +ig"PGH°
= (gl/pGp,U 4 g/LpGau _ gqu;Lp _ g,uagpu)

Esta expresién no es la misma que tenfamos que demostrar (como ya hemos visto al principio). Notemos
pero, que si antisimetrizamos los indices p y v definiendo

GHY — QVH

[wv] .
G 3 (7)



obtenemos

{G[HV]vGPU] — % (§VPGHT + gHPGTY — gPTGHP — gHTGPY — gMPGYT — gVPGF 4 gMT GYP 4 g7 GPM)

_ % [§77 (GH7 — GM) — g"P (G¥° — G — "% (GMP — GPI) + gM7 (G*P — G*)]
— (gl/p(;[/w] — geGlvel — grogliel 4 gwg[l/p])

Y, antisimetrizando ahora también los indices p, o obtenemos

[G[l“’] G[pff]] — 3 (gupg[ua] _ gupg[vo] _ gwg[up] + gle{Vp] _ gwg[#p] + gwg[vp] + gvpg[ua] _ gupg[va])
’ 2

=1 <gVPG[/w] _ g/LPG[ua] _ gyaG[up] + g/wG[up])

Siendo esta otra demostracién de que los generadores de las transformaciones de Lorentz no son G*¥
sino

G = 21y (8)
2. Calcular las transformaciones bajo las siguientes transforma-

ciones de Lorentz.

a. Boost en la direccién z.

Aunque Javier ya resolvié este apartado, vamos a repetirlo, bajo la transformacion A tenemos

o3 X (ing03)k
SA|=e T =3 Eino )" 9)

2kk!
k=0

Vamos a calcular las potencias de —ic% = %[70, 73]

. 1 f . , ,
—io® = (1" =7"") =177 (%) =90 = 0y =1
Por lo tanto
(_,L'O_O3)2k — 17 (_7;0_03)2k+1 — _Z'0.03 (10)
Sustituyendo a la ecuacién (9)
S[A] _ i (—inUOB)k _ i (_,m003)2k N i (_in003)2k+1
= 2k — 22k(2k)! = 22k+1(2k + 1)!
1 2k . 1 2k+1
= (ﬂ) — g3 Z —_— (Q) = cosh 1 — g ginh 7
= (2k)! \2 S (2k+ 1)1 \2 2 2
= cosh = 4+ 7%~3sinh =
b. Rotaciéon en el eje y.
Lipet o (=ina®h)”
SA]=e0 =" ST (11)
k=0 ’

Repitamos el mismo proceso para —io>!:

a1 , _
—io®t = S =) =M, (e

O INL v v e |

Esto implica que
(—i0'31)2k _ (_1)k7 (—i031)2k+1 _ (—1)k(—i0'31) (12)



Y por lo tanto
2 (—ifothE SN (—ifot —ifg31)2k+1
S[A] = =
[ ] Z 2k k1 kZ:;) 22k 2k’ +Z 22k+1 2/{:4—1

kzo(—l)’“ ((9)2’“ e <—1>k (0)2’““ 0 . 5. 0
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c. Rotacién en el eje z.

Y finalmente, volvemos a repetir los mismos célculos para o2
12 o (_i¢012)k
SIA = e =y 4
k=0 )
) 1 .
_igl? — 5(7172 — 21y = A1a2, (—io12)? = 4ly2y1a2 = —qlayla2y2 = 1

Esto implica que

Y por lo tanto

e -1 12\k X s 12N\2k 12\2k+1
S[A] — Z ( Z¢U . ) — Z ( Z¢0 ) + Z 22k2¢0— ) +
k=0

= 2k 27k (2k)! T2k +1)!
o \k 2%k oo 1\k 2k+1
_ ( 1) (?) _ o2 (71)' (é) :cos? 71'0'12Si11?
— (2k)! \ 2 P (2k +1)! 2
= cosg + ’ylv sing



